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Ubung

Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme mit dem Additionsverfahren:

1$1 — 4$2 = 1 '—3$1 + 2$2 — 5)
(@) o, or, = 3 ®) 9 — 6wy = 13
Losung: \coune b&su\ha(
(o\,\ \{. _ (b> _
\4x4~ Yo, = /] \ t/2y4A(ZxL:‘5
2%p- 2x. =S | /-2 Iy — Gwp=AD |AZT
5 |\ Ax— Mxy = =) \P%X’\‘flkztg
QX/L: /\ =) Y = -/—-\- O ~ Qg
z C ny&“v
., wehe
A, = A2 = A
5 _ A0 T
A xac X =
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GroBere lineare Gleichungssysteme [0sen

Beobachtungen

» Die Losungsmenge andert sich nicht, wenn die Reihenfolge der
Gleichungen getauscht wird.

» Die Losungsmenge andert sich nicht, wenn genau eine Zeile
(mehrfach) von anderen Zeilen abgezogen wird.

Rechenrezept:

» Uberfiihre das Lineare Gleichungssystem in eine , Dreiecksform" oder
, Stufenform*

» Bestimme anschlieBend die Losungsmenge.
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Beispiel

Wir bestimmen die eindeutige Losung des folgenden linearen 2
Gleichungssystems: [/% ‘
U\,\MG v —
Y\
ley 4+ 320 — 3x3 = 3
201 + Txo — Dxs = 4 /~21
—1lzy + 1z + 923 = —13 /~+ L

/\)(/\ - /é)(z,"— ZYZ = Z

4 H

o V3}J\J) Lo A v baye -2 2 lxz—/‘/j

T At 32 6N -3 A =2 o !hch
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Ubung

Bestimmen Sie die eindeutige Losung des folgenden linearen altecnadiy -

Gleichungssystems: | Mm%xg&m&m
ley + 3ro — 2x3 = D q YA éﬁ
3z1 + llzg — Bxg = 11/3T || > m -5 |

B 233‘1 + 209 — 4xz = 14 [-2T 2 \Z - AL{]

— v
Axa + gxl -  Cxy =S A S =2]5
Ix, € Xy =M 6 2 4|
_
Yy :Ug o O\ L O 1Y
\Va
I Ayt FS 2)(“5 =S
I 'ZX’L 1 Y,S = "L(
) Q.Y'S - ,L(
o @j , L Do r (=M ake-A)
To Aari (A-1 (255 = [
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Ein Beispiel mit unendlich vielen Losungen

Wir bestimmen die Losungsmenge des folgenden linearen
Gleichungssystems:

ley — dxo + 4y = —2
ley — 4dx9 + 223 = 1 /-T
—2x17 + Tx9 — 213 = —5 /—V’Z__E
Ay = Sx, Ty =-2

/\\(7, '2>(1 =
2w, Vexy=- /3T

N\ ——

—_—

/\\(4_’ S X T L{\(B = “’Z
Ax, — ZX?:Z
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%3@ . X«&; O /\X/l — %—XL = _—Z N X/] i/\?)
Axy, =00 3 X2 =%
(\SSQ )(«S = /] AXA — S-X’L - 6 . v, = /13
/\XL = S X, = g
,Q(’Q}\E/ Vool o\lal/xo\vw&ué;g Voo

:/\Xs—’y :-_—Z__%
_@‘M%&XfS'oTl 1T > Xz S

I Axz = S$+xL8

N3
I L[\XL‘ L+Ls

g

T Axy,— S-(242s) = =2 =Us
=) w,= - 2-Ms t 5 (3+42s)

A
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Geraden darstellen

Idee: Eine Gerade ist eindeutig festgelegt, wenn wir einen Punkt und die
Richtung der Geraden kennen.

$3A
g Jeder Punkt auf der Geraden g¢
a lasst sich von P aus erreichen,

1 indem man ein Vielfaches

von a lauft.
/_ p

Also lasst sich jeder Punkt auf ¢

=332 durch einen Ortsvektor der Form
p+Aa beschreiben

Ty

Parameterdarstellung einer Geraden

Jede Gerade im R? und R? lisst sich in der folgenden Form schreiben:
g={p+2Xa: A€ R} =p+ Span(a),

wobei die Punkte auf g durch ihre Ortsvektoren identifiziert werden.
Diese Darstellung heiBt Parameterform. Dabel reprasentiert p einen
beliebigen Punkt auf g und a beschreibt die Richtung der Geraden.
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Beispiel

Ya
() () e
o~ Ly
11 §> h
— g
11
Ya
gz_@+span(g))
1 / : :
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Beispiel
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Ubung

(a) Beschreiben Sie die Gerade g1, welche durch die Punkte
A:=(0,1,2) und B:=(-2,7,10)

verlauft,mit Hilfe einer Parameterdarstellung.
(b) Beschreiben Sie die Gerade g5, welche durch die Punkte

C:=(5,4,—4) und D :=(-1,-5,-1)

verléuft)mit Hilfe einer Parameterdarstellung.

(c) Zusatz: Haben die Geraden g; und g einen Schnittpunkt? Falls ja,
wie lautet dieser?

ve {(8) () 2% | 5{ @f ZZ@ “

(\_5
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éﬂ,,l-t SAL/’ /+ 3T
§a4- Fa,=-b YT
. — 2N+ Q7LZ: N “ZR4+€Z-L?§
;Zf%L;qu =AY |/ Y jgé%,z_ = 2
QNa, =AY |/ 4 Sa, =2 | /-1
—~ | At b A7 S =) 27,:2/3
g%z’l_ > y
= "22-4'1'6 /gig‘.'_\ -72_4:‘5/
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Lagebeziehungen

Lagebeziehungen fiir Geraden erkennen

Zwei Geraden g; und g5 seien durch Parameterdarstellungen gegeben:

g1 =1{p1+ M\ir1: A\ € R},
g2 = {p2 + Aara: Ay € R}.

Um die Lagebeziehung zu bestimmen, kann man beide Darstellungen
gleichsetzen und das resultierende LGS (mit Variablen A1, A3) Iosen:

P1 -+ Airp = p2 + Aars

Es gibt vier Fille:

genau eine Losung Schnittpunkt (A1 bzw. A5 in die
Parameterformen einsetzen)

unendlich viele Losungen die Geraden sind identisch

keine Losung (A1, A2) & ry und | die Geraden sind parallel, aber

ro sind Vielfache voneinander nicht identisch

keine Losung (A1, A2) & rp und | die Geraden sind windschief

ro sind keine Vielfache
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Skalarprodukt, Norm und Winkel
Standard-Skalarprodukt (Definition)

Es seien
v w
(1) ()

) o)

Vektoren im R™. Dann definieren wir das (Standard-)Skalarprodukt von
v und w wie folgt:

n

(V,W) := vjwy + vows + ... + vw, = E VW .
k=1

Insbesondere ldsst sich die Lange ||v|| von v (auch Norm genannt) wie

folgt beschreiben:
V]l = v {v,v).
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Skalarprodukt, Norm und Winkel

Lange, Abstand, Winkel

Es seien v,w € R™, (-,-) bezeichne das Standard-Skalarprodukt und
| - || bezeichne die Norm. Dann ist

» ||v|| die Lange des Vektors v,
» ||v — w|| der Abstand der Punkte v und w,

(v, w)

» der Winkel o zwischen v und w durch cos(a) = v Tw] 8egeben.
Abstand: W cos(a) = Ty
lv-w|]
o
«
\%

3/26



Skalarprodukt, Norm und Winkel

Ubung: Gegeben seien v := (2) und w = (

1

1
3

)

(a) Bestimmen Sie die Langen der beiden Vektoren.

(b) Bestimmen Sie den Winkel zwischen v und w.

)

o)

L

NER vy

) <v,W > g KZS/S’
CoS o = = — —
L (ol NS5 el S E0

_ ot A

n ‘ - s
= 1S |y=2 T T, T
o %) X0t |5lz]=

Sinx) ;?E
?OTW\'Q/\SO»W\AA\\W-LJ Ces () A/fw
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Skalarprodukt, Norm und Winkel

Ubung: Gegeben seien v := (?) und w := (é)
(c) Zusatz: Fiir welchen Wert x € R ist der Abstand zwischen

a4 ,)

und v am kleinsten?

L&B\J\"\Sl A\vﬁxrod/\()\ WV owmd\ Wy u /- vy ((
Z X B - X Waw sk das
- \\ K «\/ K A~ X \\\ ’ \\ Q X 5\\4‘/ asn daimsteq ¢
_ S - 7
§ (2-x\7 + X
— =4 axt-ux tY
(L= 2 U R 22 uay ool By
@w\bu\x—b\ =0 =2 (%"= 2x+72) ,(:llr x=A

= x=A1 = Z( (x-A) —I—*4> - st

3/26



Orthogonalitat
Orthogonalitat

Zwei Vektoren v, w in R? oder R? sind genau dann senkrecht
(orthogonal) zueinander, wenn (v, w) = 0 gilt.

Beispiel: Wir betrachten die Vektoren

i () (2) = ()

Dann gilt (vi,vs) = —2 und (vy,v3) =0. Also sind v; und v3
orthogonal. Die Vektoren v; und vy sind aber nicht orthogonal.

T A T2 A

V3

v
\)

nicht
orthogonal 1 1 orthogonal
AP
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Orthogonalitat
Orthogonalitat

Zwei Vektoren v, w in R? oder R? sind genau dann senkrecht
(orthogonal) zueinander, wenn (v, w) = 0 gilt.

Ubung: Gegeben sei ein Dreieck mit den Eckpunkten A := (—1,0,1),
B:=(1,2,3) und C := (—2,2,0).

(i) Geben Sie die Vektoren an, die von A nach B, von A nach C bzw.
von B nach C fiihren.

(ii) Uberpriifen Sie, ob das Dreieck rechtwinklig ist. CC

< A
\ _ 2
9 v \3) e ()
-3
Ve = 05
~2 :
Ac

() cunetpes - 212
= ke K %;H s o Yeduten (Ol
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Kreuzprodukt
Kreuzprodukt (Definition)

U1 w1
Es seien v= | vo | und w = | ws | Vektoren im R3. Dann definieren
U3 w3

VW3 — V3W2
wir das Kreuzprodukt von v und w wie folgt: vxw := | vgw; — viws
V1W2 — U2W1

Mnemonic
~ schreibe die Vektoren nebeneinander und schreibe jeweils
die ersten beiden Komponenten noch einmal darunter
vT—w1  ~> streiche die erste Zeile
UN W2 ~~ berechne die Eintrage von v X w liber die eingezeichneten
v 3 Kreuze:
v w1
v Wa V2W3 — V3W2

V XW = | V3w —V1W3
V1W2 — VW1
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Kreuzprodukt
Kreuzprodukt (Definition)

U1 w1
Es seien v= | vo | und w = | ws | Vektoren im R3. Dann definieren
U3 w3

VW3 — V3W2
wir das Kreuzprodukt von v und w wie folgt: vxw := | vgw; — viws
V1W2 — U2W1

Wichtige Eigenschaften
(a) Das Kreuzprodukt ist nur auf R? definiert!!!

(b) Der Vektor v x w ist orthogonal zu v und orthogonal zu w.

(c) Das Parallelogramm, dessen Seiten durch v und w beschrieben
werden, hat den Flacheninhalt ||v x w]|| .

o
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Ubungsaufgabe

3 0 >
(a) Berechnen Sie (2) X (3) . &3}
1 -3 A

—2.(-) — AR <
A0 -3 (L) IX

<

2

3-1—— (-2 0O 3><O
ZX@
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Ubungsaufgabe

(b) Gegeben sind die Vektoren

1 —1
vi= |2 und W := 0
1 2

(i) Bestimmen Sie einen Vektor, der zu v und w orthogonal ist.V/
(ii)) Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Paralellogramms, welches
durch die Vektoren v und w begrenzt wird. Vv
(iii) Bestimmen Sie einen Vektor, der zu v und w orthogonal ist und
dessen Lange gleich 1 ist.
1

(13 V¥ W= (“L{Y» (\(\\ \\ ; \\ = X k(7’%(%)14(”62/

2 )

N
N
(‘l‘\\\ @ K’%

Y
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Ebenen darstellen: Parameterform

Idee: Eine Ebene ist eindeutig festgelegt, wenn wir einen Punkt und zwei
Vektoren, die nicht denselben Richtungssinn haben, innerhalb der Ebene

kennen.

Jeder Punkt auf der Ebene F
lasst sich von P aus erreichen,
indem man eine Linear-
kombination von a und b lauft.

Also lésst sich jeder Punkt auf £
9 durch einen Ortsvektor der Form

p+Aa+pub beschreiben

T

Parameterdarstellung einer Ebene

Jede Ebene im R? I3sst sich in der folgenden Form schreiben:

E={p+Xa+ub: A\, u€R} =p+ Span(a,b),

wobei die Punkte auf E durch ihre Ortsvektoren identifiziert werden.

Diese Darstellung heiBt Parameterform.
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Beispiel

Im R gibt es genau eine Ebene E, auf der die Punkte R := (1,1,1),
S:=(1,3,2) und T := (—1,4,3) liegen. Man bestimme eine
Parameterform von E.

1
ein Stiitzvektor: p = | 1 ”

1 5
(0,0,0)
0 —2
mogliche Spannvektoren:a= |2 ]| und b= | 3
1 2
Eine Parameterform von E ist:
(/1 0 —2 )
E=< 1] +AX2)+unl| 3 |: ,pueR)
L \1 1 2 )
1 0 —2
— | 1] + Span 21,1 3
1 1 2
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Ubung

(a) Bestimmen Sie eine Parameterform der Ebene E, welche durch die
folgenden Punkte verlauft:

A:=(6,3,0), B:=(-3,10,2) und C:=(5,3,3).

(b) Bestimm
Punkt

== [ Ve o)
- (O)ﬂLx(z\Jr/« %} zwaz

Sie eine Parameterform der Ebene F', welche durch den
:=(9,1,9) verlduft und parallel zu FE ist.
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Ebenen darstellen: Normalform

Idee: Eine Ebene E ist im R? eindeutig festgelegt, wenn wir einen Punkt
der Ebene E und einen zu E senkrechten Vektor (ungleich o) kennen.

T3 n
Es sei n ein Vektor, der senkrecht
‘ auf E steht.
p Fiir jeden Punkt V auf

ist der Vektor v-p zwischen
P und V' orthogonal zu n.

2 Also gilt (v-p,n) = 0 fiir
jeden Ortsvektor v eines Punktes

auf F.
X1

Normalform einer Ebene im R?3

Jede Ebene E im R? |3sst sich in der folgenden Form schreiben:
E={veR’: (v—-p,n) =0} ={veR’: (v,n)=(p,n)}.

Dabei reprasentiert p einen beliebigen Punkt auf E. Der Vektor n # o
ist ein Normalenvektor von E/, d.h. er ist orthogonal zu E. Diese
Darstellung heiBt Normalform.
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Ebenen darstellen: Koordinatenform

Koordinatenform einer Ebene
Jede Ebene E im R3 l3sst sich in der Form

b = {X = <96;) c R3 : aA1r1 + @29 + A3T3 = d}

I3

darstellen, wobei a1, a2, as,d € R. Die Darstellung heilt
Koordinatenform.

Die Gleichung a1x1 + asxo + asxrs = d beschreibt, welche Bedingung ein
Punkt (21,22, x3) erfiillen muss, damit dieser zur Ebene gehort.

Koordinatenform bestimmen

Ist eine Ebene E in Normalform E = {V eR3: (v—p,n) = O}
gegeben, so lasst sich eine Koordinatengleichung wie folgt finden:

L1

Setze v = (m) und forme die Gleichung (v — p,n) = 0 in eine

L3

Gleichung der Form a1z1 + aszo + asxrs = d um.
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Beispiel
Beispiel: Im R? gibt es genau eine Ebene E, auf der die Punkte
R:=(1,1,1), S :=(1,3,2) und T := (—1,4, 3) liegen.

Wir kennen schon eine Parameterform von E:

() (2) e

(0,0,0)

Fiir eine Normalform von E bendtigen wir wieder einen Stiitzvektor p
und einen Normalenvektor n. (Hinweis: Kreuzprodukt nutzen!)

1
Stitzvektor: p = (1)

1

0 —2 1
Normalenvektor: n= 2| x| 3 | = [ =2
(0,0,0) 1 2 4

Eine Normalform von E ist somit:

12/26



Beispiel
Beispiel: Im R? gibt es genau eine Ebene E, auf der die Punkte
R:=(1,1,1), S :=(1,3,2) und T := (—1,4, 3) liegen.

Eine Normalform von FE ist:

o (o ()-()) o)

Um eine Koordinatenform zu bestimmen, setzen wir

I1
V = | X2
T3

in die Gleichung der Normalform ein:

1 1 1
<(962> — (1),(—2)>:O & 1lay — 229 + 423 =3 .
s 1 4

Also haben wir

EZ{(xi) GRSZ 561—2332—|—4333:3}.
T3
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Ubung

Geben Sie die folgenden Ebenen in Koordinatenform an:

f 7 N7 N
- ﬁ n’_ .
(IJM&M 1t =0
0

(/-1 1 J )
(i) Ey = « (1)+)\<0)+u<1> c \ueER
L\ 0 1
fb
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Uberblick: Darstellungen

n=axb

Parameterdarstellung:
E = {p+Xa+ub: A\ u € R}

|

Losungsmenge von
a121 + a9 + asrs = d

Normalform:
E={veR?: (v-pn) =0}

p
(0,0,0)

1)

{

T
T2
3

Koordinatenform:

) cR?: a1, + asx

o+ a3T3y = d}
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Hesse-Normalform und Abstand

Hesse-Normalform (Definition)

Eine Normalform {V cR3: (v—p,n) = O} einer Ebene wird
Hesse-Normalform genannt, falls die Lange von n gleich 1 ist. (||n| = 1)

Bemerkung: Eine Normalform l3sst sich stets in eine HNF iiberfiihren,
indem man den vorliegenden Normalenvektor durch dessen Lange teilt.

Beispiel: Gegeben sei die Ebene

i fuews (o= (.(2) =0}

Die vorliegende Darstellung ist in Normalform, aber nicht in

Hesse-Normalform, da der Normalenvektor n = (—jz) die Lange |n|| =3

2/3

hat. Ein Normalenvektor mit Lange 1 ist somit %n = (12//33> Eine

Hesse-Normalform ist schlieBlich
pofvew: (v (), (%)) =0l
3 1/3
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Hesse-Normalform und Abstand

Hesse-Normalform (Definition)

Eine Normalform {V cR3: (v—p,n) = O} einer Ebene wird
Hesse-Normalform genannt, falls die Lange von n gleich 1 ist. (||n| = 1)

Abstand Punkt/Ebene

Sind ein Punkt (Ortsvektor) q und eine Ebene in Hesse-Normalform
E = {V cR3: (v—p,n) = O} gegeben, ist der Abstand zwischen q
und E gleich

‘<q_p7n>‘ :

15 /26



Hesse-Normalform und Abstand

Ubung: Bestimmen Sie den Abstand zwischen dem Punkt (Ortsvektor)
q = () und der Ebene E := {() +>\(> +u(4) - ,LLER}.
S

- o{veﬂig < v- (2 )!ijv o&

@M\W




