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Skalarprodukt, Norm und Winkel
Standard-Skalarprodukt (Definition)

Es seien
U1 wq
V2 (%)
vV = und w =
Un Wn,

Vektoren im R™. Dann definieren wir das (Standard-)Skalarprodukt von
v und w wie folgt:

n
(v, W) i = vjwy + vows + ... + vywy, = E VRW .
k=1

Insbesondere l3sst sich die Lange ||v|| von v (auch Norm genannt) wie

folgt beschreiben:
vl = V{v,v).
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Skalarprodukt, Norm und Winkel

Lange, Abstand, Winkel

Es seien v,w € R™, (.,-) bezeichne das Standard-Skalarprodukt und
|| - || bezeichne die Norm. Dann ist
» ||v|| die Linge des Vektors v,

» ||v — w|| der Abstand der Punkte v und w,

» der Winkel o zwischen v und w durch cos(a) = gegeben.

HVH HWH

Abstand: W cos(a) =
[|[v-w|

Pythagoras:
lull? = o3 + o

3/26



Skalarprodukt, Norm und Winkel

Ubung: Gegeben seien v := <?) und w := <:1)))

(a) Bestimmen Sie die Léngen der beiden Vektoren.
(b) Bestimmen Sie den Winkel zwischen v und w.
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Skalarprodukt, Norm und Winkel

Ubung: Gegeben seien v := <?) und w := <:1)))
(c) Zusatz: Fiir welchen Wert z € R ist der Abstand zwischen

wie(,,)

und v am kleinsten?
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Orthogonalitat
Orthogonalitat

Zwei Vektoren v, w in R? oder R3 sind genau dann senkrecht
(orthogonal) zueinander, wenn (v, w) = 0 gilt.

Beispiel: Wir betrachten die Vektoren

in (e (3) v o ().

Dann gilt (vi,ve) = —2 und (vy,v3) =0. Also sind v; und v3
orthogonal. Die Vektoren v; und vs sind aber nicht orthogonal.

nicht
orthogonal 1 1 orthogonal
v,
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Orthogonalitat
Orthogonalitat

Zwei Vektoren v, w in R? oder R3 sind genau dann senkrecht
(orthogonal) zueinander, wenn (v, w) = 0 gilt.

Ubung: Gegeben sei ein Dreieck mit den Eckpunkten A := (—1,0,1),
B:=(1,2,3) und C := (—2,2,0).

(i) Geben Sie die Vektoren an, die von A nach B, von A nach C bzw.
von B nach C fuhren.
(ii) Uberpriifen Sie, ob das Dreieck rechtwinklig ist.
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Kreuzprodukt
Kreuzprodukt (Definition)

U1 w1
Es seien v = [ vy | und w = | wy | Vektoren im R3. Dann definieren
U3 w3

VW3 — V3W2
wir das Kreuzprodukt von v und w wie folgt: vxw := | vsw; — viws
V1W2 — VW1

Mnemonic

~ schreibe die Vektoren nebeneinander und schreibe jeweils
die ersten beiden Komponenten noch einmal darunter

vr— w1~ streiche die erste Zeile
U W2~ berechne die Eintrage von v X w iiber die eingezeichneten

Vs 3 Kreuze:
v W1
v Wo VW3 — V3W2

V X W = V3w, — VW3
V1We — VW1
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Kreuzprodukt
Kreuzprodukt (Definition)

U1 w1
Es seien v = [ vy | und w = | wy | Vektoren im R3. Dann definieren
U3 w3

VW3 — V3W2
wir das Kreuzprodukt von v und w wie folgt: vxw := | vsw; — viws
V1W2 — VW1

Beispiel:
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Kreuzprodukt
Kreuzprodukt (Definition)

U1 w1
Es seien v = [ vy | und w = | wy | Vektoren im R3. Dann definieren
U3 w3

VW3 — V3W2
wir das Kreuzprodukt von v und w wie folgt: vxw := | vsw; — viws
V1W2 — VW1

Wichtige Eigenschaften

(a) Das Kreuzprodukt ist nur auf R? definiert!!!
(b) Der Vektor v x w ist orthogonal zu v und orthogonal zu w.

(c) Das Parallelogramm, dessen Seiten durch v und w beschrieben
werden, hat den Flacheninhalt |v x w|| .
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Ubungsaufgabe

3 0
(a) Berechnen Sie [ —2 | x| 3 | .
1 -3
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Ubungsaufgabe

(b) Gegeben sind die Vektoren

1 -1
vi=12 und w:=| O
1 2

(i) Bestimmen Sie einen Vektor, der zu v und w orthogonal ist.

(ii) Bestimmen Sie den Flicheninhalt des Paralellogramms, welches
durch die Vektoren v und w begrenzt wird.

(iii) Bestimmen Sie einen Vektor, der zu v und w orthogonal ist und
dessen Lange gleich 1 ist.
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Ebenen darstellen: Parameterform
Idee: Eine Ebene ist eindeutig festgelegt, wenn wir einen Punkt und zwei
Vektoren, die nicht denselben Richtungssinn haben, innerhalb der Ebene
kennen.

Jeder Punkt auf der Ebene
lasst sich von P aus erreichen,
indem man eine Linear-
kombination von a und b lauft.

Also lésst sich jeder Punkt auf £

29 durch einen Ortsvektor der Form
p+Aa+pub beschreiben

Parameterdarstellung einer Ebene

Jede Ebene im R? lisst sich in der folgenden Form schreiben:

E={p+Xa+pub: \pueR} =p+Span(a,b),

wobei die Punkte auf E durch ihre Ortsvektoren identifiziert werden.
Diese Darstellung heiBt Parameterform.
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Beispiel
Im R3 gibt es genau eine Ebene E, auf der die Punkte R := (1,1,1),
S:=(1,3,2) und T := (—1,4,3) liegen. Man bestimme eine

Parameterform von E.

P

(0,0,0)
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Ubung

(a) Bestimmen Sie eine Parameterform der Ebene FE, welche durch die
folgenden Punkte verlauft:
A:=(6,3,0), B:=(-3,10,2) und C:=(5,3,3).

(b) Bestimmen Sie eine Parameterform der Ebene F', welche durch den
Punkt D := (9, 1,9) verlauft und parallel zu E ist.
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Ebenen darstellen: Normalform
Idee: Eine Ebene E ist im R? eindeutig festgelegt, wenn wir einen Punkt
der Ebene E und einen zu FE senkrechten Vektor (ungleich o) kennen.

Es sei n ein Vektor, der senkrecht]
auf E steht.

Fiir jeden Punkt V auf F
ist der Vektor v-p zwischen

P und V orthogonal zu n.

"2 Also gilt (v-p,n) = 0 fiir
jeden Ortsvektor v eines Punktes

auf E.
1

Normalform einer Ebene im R3

Jede Ebene E im R? Iisst sich in der folgenden Form schreiben:
E={veR’: (v—p,n)=0} ={veR’: (v,n)=(p,n)}.

Dabei reprasentiert p einen beliebigen Punkt auf E. Der Vektor n # o
ist ein Normalenvektor von E, d.h. er ist orthogonal zu E. Diese
Darstellung heit Normalform.
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Ebenen darstellen: Koordinatenform

Koordinatenform einer Ebene
Jede Ebene E im R? |3sst sich in der Form

xr
FE = {x = (zé) eR3: a1xy + aszs + azxs = d}

T3
darstellen, wobei a1, as,as,d € R. Die Darstellung heiBt
Koordinatenform.
Die Gleichung aix1 + asxo + asxs = d beschreibt, welche Bedingung ein
Punkt (x1, 22, z3) erfiillen muss, damit dieser zur Ebene gehort.
Koordinatenform bestimmen

Ist eine Ebene E in Normalform E = {v €ER3: (v—p,n) = O}
gegeben, so lasst sich eine Koordinatengleichung wie folgt finden:

T
Setze v = <$2> und forme die Gleichung (v —p,n) =0 in eine

T3
Gleichung der Form a1z + asxs + azzs = d um.
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Beispiel
Beispiel: Im R? gibt es genau eine Ebene E, auf der die Punkte
R:=(1,1,1), §:=(1,3,2) und T := (—1,4, 3) liegen.

Wir kennen schon eine Parameterform von E:
1 0 —2
E = 1] 4+X[2] +p| 3 A p€ER
1 1 2 ;

(0,0,0)
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Ubung

Geben Sie die folgenden Ebenen in Koordinatenform an:

T
el ) ()
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Uberblick: Darstellungen

Parameterdarstellung:
E = {p+Aa+ub: \ pec R}

Normalform:

E={veR®: (v-pm) =0}

a1
az
as

)

,d=(pn)

T3

n
Losungsmenge von
Ty + ay + azrs =d P
(0,0,0)
Koordinatenform:

\F = {(JT; ) cR?: (L1x1+a2x2+a3x3:d}
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Hesse-Normalform und Abstand

Hesse-Normalform (Definition)

Eine Normalform {v € R*: (v —p,n) =0} einer Ebene wird
Hesse-Normalform genannt, falls die Lange von n gleich 1 ist. (||n|| = 1)

Bemerkung: Eine Normalform lasst sich stets in eine HNF {berfiihren,
indem man den vorliegenden Normalenvektor durch dessen Lange teilt.
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Hesse-Normalform und Abstand

Hesse-Normalform (Definition)

Eine Normalform {v € R*: (v —p,n) =0} einer Ebene wird
Hesse-Normalform genannt, falls die Lange von n gleich 1 ist. (||n| = 1)

Abstand Punkt/Ebene

Sind ein Punkt (Ortsvektor) q und eine Ebene in Hesse-Normalform
E={veR3: (v—p,n) =0} gegeben, ist der Abstand zwischen q
und E gleich

|<q_p7n>| .
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Hesse-Normalform und Abstand

Ubung: Bestimmen Sie den Abstand zwischen dem Punkt (Ortsvektor)
q:= G) und der Ebene F := {(tll) + /\<§> +,u(::3) P WINS R}.
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Lagebeziehung: Gerade und Ebene

Gerade schneidet Ebene

Gerade parallel zur Ebene

Gerade in Ebene enthalten
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Lagebeziehung: Gerade und Ebene
Schema: Lagebeziehung zwischen Gerade und Ebene
Angenommen eine Gerade g ist in Parameterform

g={p+ia: \eR}

gegeben und eine Ebene E ist in Koordinatenform gegeben.

Dann kann man die 3 Komponenten des allgemeinen Vektors p + \a der
Geraden g in die Gleichung der Koordinatenform von E einsetzen. Das
liefert eine Gleichung mit der Variablen A\ und es gibt drei Fille:

» die Gleichung hat keine Losung: dann haben g und E keinen
gemeinsamen Punkt.

» die Gleichung hat genau eine Losung A: dann gibt es einen
Schnittpunkt. Dessen Ortsvektor ergibt sich, wenn man die Losung A
in den allgemeinen Vektor p + A\a einsetzt.

» die Gleichung hat unendlich viele Losungen: g ist in E enthalten.
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Lagebeziehung: Gerade und Ebene

Beispiel: Man priife, ob die folgende Gerade g und die folgende Ebene E
einen Schnittpunkt haben:

2 1 1
g= 3] +Ax[-2]: AeR} und E= zo | ER®: 22y —a9 — 223 =1 .
0 1 x3
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Lagebeziehung: Gerade und Ebene

Ubung: Bestimmen Sie die Lagebeziehung der folgenden Ebene F und
der folgenden Gerade g:

T

FE = X9 ER?’Z 3x1 —4xo + 229 = 12
T3
6 4

g:= 21 4+A 5 ]: AeR
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Lagebeziehung zwischen Ebenen

Ebenen schneiden sich in
einer Geraden

L

Ebenen parallel zueinander

Ebenen sind identisch
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Lagebeziehung zwischen Ebenen

Schema: Lagebeziehungen zwischen Ebenen

Angenommen zwei Ebenen F; und Ej5 sind in Koordinatenform gegeben.
Dann muss jeder gemeinsame Punkt (z1, 22, z3) beide
Koordinatengleichungen erfiillen; das liefert ein LGS der Form

a1x1 + asxo + azxrs = d

bl.CCl + b2£172 + b3$3 =e.
Es gibt drei Fille:

» das LGS hat keine Losung: dann haben F; und E5 keinen
gemeinsamen Punkt (und sind parallel).

» das LGS ist Iosbar, wobei die beiden Gleichungen keine Vielfachen
voneinander sind: dann schneiden sich die Ebenen in einer Geraden,
welche die Lésungsmenge des LGS ist.

» das LGS ist I6sbar, wobei die beiden Gleichungen Vielfache
voneinander sind: dann sind die Ebenen identisch.

Ubungsbeispiele spater
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Erinnerung: Lineare Gleichungssysteme

Lineares Gleichungssystem

Es seien m,n € N. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) in den Variablen
T1,%9,...,%, ist von der Form

a111 aF 122 + ...+ ATy = b1

a1 + a99X9 + ...+ ATy = bQ

Am1%1 + 2o + ... + @y, = by, -

Dabei sind a;; und b; (meist reelle) Zahlen. Eine Belegung von
T1,...,T, mit Werten, sodass alle Gleichungen zugleich erfiillt sind, wird
Losung des Gleichungssystems genannt. Solch eine Belegung geben wir
als Vektor an.
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LGS: Zeilensicht

1121 + a12%2 + ... + A1pTn = by

a21%1 + A22%2 + ... + A2p Ty = by

Am1T1 + GmaTe + ...+ ATy = by

Gleichungen beschreiben
Geraden (R?),

Ebenen (R?),
Hyperebenen (R™)
Lésungsmenge ist deren
Schnittmenge

LGS Iésen = Schnittmengen von Hyperebenen bestimmen
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LGS: Spaltensicht

a111 + a12Z9 +...+ ALy = b1

ag1x1 + ag2x9 + ...+ A2 Ty = bg

Ai1T1 + m2Xo + ...+ QnTn = b,

U umschreiben

a1l aiz ain b1

az1 a2z azn bo
xr1 + . o+ ...+ . Ty = .

Am1 aAm?2 Amn bm

LGS I6sen = Linearkombination bestimmen
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LGS: Schreibfaulheit

ail a2 ain b1

az1 a2z asnp bo
xr1 + . To+ ...+ . Ty =

Am1 Am2 Amn bm

\U umschreiben

aii aiz cee ain x1 by
a1 a2 -+ azp T2 b2
Am1  Gm2  * Gmn Tn bm

Reelle Matrix

Es seien m,n € N. Dann wird

ail a2 o QA1n
a1 a22 Tt G2n .

A= . i . mit allen a;; € R
Am1 am?2 Amn

reelle Matrix genannt. Die Menge aller solchen Matrizen wird mit R”*"™
bezeichnet. m heit Zeilenzahl und n heiBt Spaltenzahl der Matrix A.
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Grundrechenarten

Die Addition, die Subtraktion und die (skalare) Multiplikation werden fiir
Matrizen komponentenweise definiert, analog zu Vektoren.

Beispiel:
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Losung

(a) Berechnen Sie!
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Losung

(b) Bestimmen Sie eine Matrix X, sodass die folgende Gleichung stimmt.

1 0 0 5 2 0
3-X+( 4 -2 4 |=X+| 4 0 -2
0 3 0

6 1 2
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Matrix-Vektor-Produkt
Definition

Eine Matrix A = [a; ... a, | € R™*™ und ein Vektor

X = ( : > € R™ seien gegeben. Dann wird das Produkt A - x wie folgt

definiertﬁ
A -x=ajz;+...+a,z, .
Beispiel:
1 0 0 2 1 0 0 2
0o 2 1 =1 ]=10]-24+({2|-(-)+([1]-3=11
4 1 0 3 4 1 0 7

> A muss so viele Spalten haben, wie der Vektor x Komponenten hat.
» Das Produkt Ax ist eine Linearkombination aus den Spalten von A.
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LGS: Abbildungssicht
Ziel: Gleichungssystem Ax = b I6sen (A € R™*", b € R™)
Alternativ: betrachte Funktion fa : R™ — R™ mit
fa(x) = Ax
und lése fa(x) =Db.
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Beispiele

Wir betrachten die Abbildung fa : B2 — R?, fa(x) = A -z mit

w=(3%)
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Beispiele

Wir betrachten die Abbildung fa : R? — R?, fa(r) = A -z mit

~=(3%)

fa A

? E )
1 11
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Beispiele

Wir betrachten die Abbildung hg : R? — R?, hg(z) = B -z mit

- (1)
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Beispiele

Wir betrachten die Abbildung hg : R — R?*, hg(z) = B -z mit

o (1)

hs A

R
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Beispiele

Wir betrachten die Abbildung hc : R?> — R?, hc(z) = C -z mit

c—(43)

hc
//—\

Ubung: (a) Skizzieren Sie das zugehorige Haus im rechten Koordinatensystem.

(b) Fiir welchen Vektor x gilt fo(x) = < i ) ?
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Geometrische Operationen

Mit Abbildungen der Form x — Ax kdnnen geometrische Operationen

beschrieben werden.

Spiegelung an x1-Achse

Spiegelung an z2-Achse

Streckung um den Faktor a

(

cos(a)
sin(a)

—sin(a)
cos(a)

)

Drehung um den Winkel & am Ursprung

26/26



