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Was ist ein Vektor?

Die Physik unterscheidet zwischen skalaren und vektoriellen GréBen.
Skalare GroBen sind durch einen Zahlwert (mit Einheit) charakterisiert.

Vektorielle GroBen sind durch einen Zahlwert (mit Einheit) und eine
Richtung charakterisiert.

Vektorielle GroBen werden oft durch Pfeile (Vektoren) dargestellt, deren
Lange den Zahlwert reprasentiert.

In der Analytischen Geometrie nutzen wir Vektoren unter anderem zur
Beschreibung von

» geometrischen Objekten (Geraden, Ebenen, Dreiecke etc.)

» geometrischen Operationen (Drehungen, Spiegelungen etc.)
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Vektoren in der Ebene

Ebene:  zwei Koordinatenachsen (bspw. z- und y-Achse)
schneiden sich im Nullpunkt (Ursprung)

U

Ein Vektor in dieser Ebene ist ein Pfeil, von dem wir nur die Ausdehnung
in - und y-Richtung kennen.

Beispiel: v := _32 ist ein Vektor, der bei einem beliebigen FuBpunkt

startet und dann 3 Schritte in z-Richtung sowie —2 Schritte in
y-Richtung lGuft.
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Vektoren im 3-dimensionalen Raum
3-dim Raum: drei Koordinatenachsen (bspw. x1-, zo- und x3-Achse)
schneiden sich im Nullpunkt (Ursprung)

€T3

xy

Ein Vektor in diesem System ist ein Pfeil, von dem wir nur die
Ausdehnung in x1-, x2- und z3-Richtung kennen.
1

Beispiel: v := | 3| verlduft 1 Schritt in z1-Richtung, 3 Schritte in
2

x2-Richtung und 2 Schritte in z3-Richtung.
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Vektoren im R"

Vektoren im R”
Es sei n € N. Jedes Objekt v der Form

vV = . mit vy,vo,...,v, € R
Un

wird reeller Vektor genannt.
Die Menge aller solcher Vektoren bezeichnen wir mit R".

Die Eintrage vy, v, ..., v, werden Komponenten genannt.

Hinweis:

» Wir betrachten heute nur den Fall n € {2,3}. In der Linearen
Algebra werden wir aber hiufig Vektoren mit gréBerem n € N
bendtigen.

» In unterschiedlichen Vorlesungen werden sie unterschiedliche
Notationen sehen: v, U, v etc.
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Ubung

Ubung: Welche der dargestellten Vektoren sind identisch? Geben Sie
deren Komponentendarstellung an.
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Punkt und Ortsvektor

€T3
Ortsvektor Punkt

T /

\
- \\

\‘ P=(1,3,2)
11 o) :
| | + T2

Ty

Definition (Ortsvektor)

Es sei O der Ursprung (des Koordinatensystems). Ist P ein Punkt, so
wird der Vektor, der von O zu P fiihrt, der Ortsvektor von P genannt.
Haufig werden Punkte mit ihren Ortsvektoren identifiziert.
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Vektor zwischen zwei Punkten

Vektor zwischen zwei Punkten

Sind zwei Punkte A und B gegeben, so ergibt sich der Vektor v 45, der
von A nach B fiihrt, indem man den Ortsvektor von A vom Ortsvektor
von B subtrahiert.

by —a;
vag = | b2—a2
A= (al,ag, .. )

Beispiel: Der Vektor, der von A := (2,4, —6) zu B := (3, —1,9) fiihrt, ist

VAB =
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Lange eines Vektors

Lange eines Vektors

U1
U2
Gegeben sei ein beliebiger Vektor v.=| . | € R™. Dann ist die Lange

Un,
des Vektors gleich

[v] := \/vf—i—v%—l—...—l—v%.

Beispiel: Die Lange des Vektors v := <_43> ist ...

y
1<>
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Ubungsaufgabe
Ein Parallelogramm mit den Eck-
punkten A, B,C,D liegt schief
im Raum. Dabei seien die folgen-
den Eckpunkte bekannt:
A:=(2,3,4), B:=(0,7,0)
und D = (—2,6,4).

(i) Bestimmen Sie die Vektoren v4p und v4p, die von A zu B bzw. D
fiihren.
(i) Wie lautet der Punkt C?
(iii) Bestimmen Sie den Umfang des Parallelogramms.
(iv) Bestimmen Sie die Lange der Diagonale AC.
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Addition/Subtraktion von Vektoren

Addition/Subtraktion von Vektoren im R”

Die Addition/Subtraktion zweier Vektoren im R™ erfolgt
komponentenweise.
Genauer: Gegeben seien zwei Vektoren

U1 w1
V2 w2
v = , W= eR"
Un Wn,
Dann definieren wir
V1 + wy U1 — w1
Vo + wWo Vg — W2
V+w:i= . und VvV —w:=

vn+wn Up — Wp
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Addition/Subtraktion von Vektoren

Beispiele:
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Skalare Multiplikation fiir Vektoren
Skalare Multiplikation fiir Vektoren im R"

Die skalare Multiplikation fiir Vektoren im R™ erfolgt komponentenweise.

Genauer: Gegeben seien eine reelle Zahl A € R und ein Vektor

Dann definieren wir
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Skalare Multiplikation fiir Vektoren

Beispiele: Gegeben sei der Vektor v = (é) Man bestimme und zeichne
die folgenden drei Vektoren:

(i) —1-v (i) 2-v (iii) 5 - v

Y Y Y
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Rechenregeln

Rechenregeln in R"”
Gegeben seien Vektoren u,v,w € R™ und Zahlen a, 8 € R. Dann gilt:
(i) Kommutativitat: viw=w+vV

(ii) Assoziativitat: (u+v)+w=u+(v+w)
(iii) Distributivitat I: a-(ut+v)=a-uta-v
(iv) Distributivitat Il: (a+p) - v=a-v+p-v
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Ubung

(a) Berechnen Sie!
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Ubung

(b) Bestimmen Sie jeweils einen Vektor x, sodass die gegebene
Gleichung erfiillt ist!

1 1 3 0
()2x—3-[ -1 | =4x+| 7 )2 (1] -x] =x+(3
0 2 1 1

L6sung:
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Ubung

(c) Bestimmen Sie Zahlen a1, as, a3 € R, sodass die folgende Gleichung

stimmt!
2 1 4 3
(05N 0 “+ g - 3 + Qag - -2 = -7
0 0 -2 -1

L6sung:
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Linearkombination

Linearkombination

Gegeben seien Vektoren vy, vs, ..., vr € R™ und reelle Zahlen
A1, A2, ..., A € R . Dann wird der Vektor

V=MANVi+AVy+ ...+ Vg

eine Linearkombination der Vektoren vi,va, ..., vy genannt.
Man sagt auch, dass sich v aus den Vektoren vi,vs, ...,V erzeugen
|asst.

Beispiel:

17/42



Spannraum

Spannraum
Gegeben seien Vektoren vi, vy, ..., vy € R™.

Die Menge aller Linearkombinationen aus den Vektoren
V1,Va,..., Vg € R™ wird als Spannraum (oder auch Lineare Hiille) von
V1,Va,...,V bezeichnet. Kurz:

Span(vi,va,...,vg) :={ vy +Xava + ...+ Apve : Ar, .. A ERY L

@) ()

T3

Y
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Ubung

Skizzieren Sie die folgenden Spannrdume!

(1) ol (2)(2))

) Y,
1 1L
-1 1 7{ 1
—1 —1]
1 0
St < ( :; ) ( i > ) Span 11,10
0 1
y 3
1 1
| 1
-1 1 1
17
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Linearkombination — Lineares Gleichungssystem

Eine haufig in der Linearen Algebra auftretende Frage ist:

., Lasst sich ein gegebener Vektor v als Linearkombination anderer
Vektoren vi,vsy,... schreiben?*

8 1 -3

v =@ 2 )| s ) v o
0 1 5

ot

Dies entspricht der Frage, ob ein gewisses lineares Gleichungssystem
|osbar ist:

8 = 1$1 — 3$2 + 5%3
17 = 2.’E1 — 51’2 + 9.’E3
0 = —1lz;1 + bz — 4dzs
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Lineares Gleichungssystem

Lineares Gleichungssystem

Es seien m,n € N. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) in den Variablen
T1,%9,...,%, ist von der Form

a111 aF 122 + ...+ ATy = b1

a1 + a99X9 + ...+ ATy = bQ

Am1%1 + 2o + ... + @y, = by, -

Dabei sind a;; und b; (meist reelle) Zahlen. Eine Belegung von
T1,...,T, mit Werten, sodass alle Gleichungen zugleich erfiillt sind, wird
Losung des Gleichungssystems genannt. Solch eine Belegung geben wir
als Vektor an.
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Lineares Gleichungssystem

Beispiel: Das System

11’1 — 31’2 + 5583 = 8
2(E1 — 51’2 + 9.’[3 = 17
—1(E1 + 51’2 — 41'3 = 0

ist ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3 Variablen.

Eine Losung ist
Ty 7
i) =
I3 2

w
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Gleichsetzungsverfahren

Gleichsetzungsverfahren

Beim Gleichsetzungsverfahren werden 2 Gleichungen nach derselben
Variable umgestellt und die resultierenden Terme gleichgesetzt. Es
entsteht somit eine Gleichung, die eine der vorhandenen Variablen nicht
enthalt.

Beispiel: Wir [6sen das folgende lineare Gleichungssystem mit dem
Gleichsetzungsverfahren:

2z7 — 4z = 15
74931 + 2262 = -9
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Einsetzungsverfahren

Einsetzungsverfahren

Beim Einsetzungsverfahren wird eine Gleichung nach einer Variable
umgestellt und diese dann in den anderen Gleichungen ersetzt. Es
entstehen somit Gleichungen, die eine der vorhandenen Variablen nicht
enthalten.

Beispiel: Wir |6sen das folgende lineare Gleichungssystem mit dem
Einsetzungsverfahren:

21’1 - 4.’E2 = 15
—4x1 + 229 = -9
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Ubung

(a) Ldsen Sie das folgende Gleichungssystem mit dem
Einsetzungsverfahren:

|
-

3581 + 5:E2
2.%1 + 41’2

|
S

L6sung:
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Ubung

(b) Lésen Sie das folgende Gleichungssystem mit dem
Gleichsetzungsverfahren:

4$1 + 81’2 14
21‘1 - Ty = 3.

L6sung:
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Graphisches Losen

Graphisches Losen (2 Variablen)

Beim graphischen Losen eines linearen Gleichungssystems mit 2 Variablen
werden die Gleichungen als Geraden verbildlicht. Die Losungsmenge des
Gleichungssystems entspricht dann der Schnittmenge aller Geraden.
Beispiel: Wir 16sen das folgende lineare Gleichungssystem graphisch:

41’1 - 2.’E2 = 6
2r1 + To = b
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Graphisches Losen

Beispiel: Wir 16sen das folgende lineare Gleichungssystem graphisch:

dry — 2x9 = 6
2561 + To = 5
T2 Notizen:
T T T T T T T T T T T T 'xl
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Ubung

Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem graphisch:

3581 + 3.732 = 6
21’1 + 4$2 = 2
T2p Notizen:
T T T T T T T T T T T T "rl
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Losbarkeit: Anzahl Losungen

Es gibt 3 mogliche Schnittmengen fiir Geraden:

Schnittpunkt parallel identisch
(eine Losung) (keine Losung) (unendl. viele Losungen)

Allgemein gilt sogar Folgendes:

Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen

Jedes lineare Gleichungssystem hat entweder (i) genau eine Losung oder
(ii) keine Lésung oder (iii) unendlich viele Lésungen.
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Eliminationsverfahren

Eliminationsverfahren

Beim Eliminationsverfahren (Additionsverfahren) werden zwei
Gleichungen (oder Vielfache davon) addiert/subtrahiert, sodass
mindestens eine Variable eliminiert wird.

Beispiel 1: Wir I6sen das folgende lineare Gleichungssystem mit dem
Eliminationsverfahren:

15
-9

21’1 — 4.’E2
—4x1 + 2z9
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Eliminationsverfahren

Eliminationsverfahren

Beim Eliminationsverfahren (Additionsverfahren) werden zwei
Gleichungen (oder Vielfache davon) addiert/subtrahiert, sodass
mindestens eine Variable eliminiert wird.

Beispiel 2: Wir I6sen das folgende lineare Gleichungssystem mit dem
Eliminationsverfahren:
4%1 - 51’2 = 2
—8xr1 + 10z4

|
|
S
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Ubung

Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme mit dem Additionsverfahren:

|
—_

lzy — 4z 31 + 2z = 5
@ op, — 9n, = 3 ®)  9r, — 6z, = 13

Losung:
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GroBere lineare Gleichungssysteme I6sen

Beobachtungen

» Die Losungsmenge dndert sich nicht, wenn die Reihenfolge der
Gleichungen getauscht wird.

» Die Losungsmenge dndert sich nicht, wenn genau eine Zeile
(mehrfach) von anderen Zeilen abgezogen wird.

Rechenrezept:

» Uberfiihre das Lineare Gleichungssystem in eine , Dreiecksform* oder
» Stufenform*

» Bestimme anschlieBend die Ldsungsmenge.
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Beispiel

Wir bestimmen die eindeutige Lésung des folgenden linearen
Gleichungssystems:

].(El + 31’2 — 3163
2r1 4+ Txe — bdxz = 4
—1lzy 4+ lzog + 923 = —13

|
w
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Ubung

Bestimmen Sie die eindeutige Lésung des folgenden linearen
Gleichungssystems:

|
ot

1£E1 + 3%2 — 2£C3
3xr1 + 1llzo — bzy = 11
2.1?1 —|— 2.732 — 4I3 = 14
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Geraden darstellen

Frage: Wie kdnnen wir beliebige Geraden beschreiben?

Y,
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Geraden darstellen

Idee: Eine Gerade ist eindeutig festgelegt, wenn wir einen Punkt und die
Richtung der Geraden kennen.

Jeder Punkt auf der Geraden ¢
lasst sich von P aus erreichen,
indem man ein Vielfaches

von a lauft.

Also lésst sich jeder Punkt auf ¢

x5 durch einen Ortsvektor der Form
p+Aa beschreiben

Xy

Parameterdarstellung einer Geraden

Jede Gerade im R? und R? Iisst sich in der folgenden Form schreiben:
g={p+Xa: A €R} =p+ Span(a),

wobei die Punkte auf g durch ihre Ortsvektoren identifiziert werden.
Diese Darstellung heiBt Parameterform. Dabei reprasentiert p einen
beliebigen Punkt auf g und a beschreibt die Richtung der Geraden.
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Beispiel

o () om(2)
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Beispiel

A1

92

a1 =

g2 =
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Ubung

(a) Beschreiben Sie die Gerade g;, welche durch die Punkte
A:=(0,1,2) und B:=(-2,7,10)

verlduft mit Hilfe einer Parameterdarstellung.
(b) Beschreiben Sie die Gerade go, welche durch die Punkte

C:=(5.4,~4) und D:=(-1,-5-1)

verlduft mit Hilfe einer Parameterdarstellung.

(c) Zusatz: Haben die Geraden g; und go einen Schnittpunkt? Falls ja,

wie lautet dieser?
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Lagebeziehungen

Lagebeziehungen fiir Geraden erkennen

Zwei Geraden g1 und go seien durch Parameterdarstellungen gegeben:

g1 ={p1+Mr1:

)\1€R},

92={P2+)\2r2: /\QER}.

Um die Lagebeziehung zu bestimmen, kann man beide Darstellungen
gleichsetzen und das resultierende LGS (mit Variablen A1, A2) 16sen:

P1 + Air1 = P2 + Aaora

Es gibt vier Falle:

genau eine Losung

Schnittpunkt (A; bzw. Ay in die
Parameterformen einsetzen)

unendlich viele Losungen

die Geraden sind identisch

keine Losung (A1, A2) & rp und
ro sind Vielfache voneinander

die Geraden sind parallel, aber
nicht identisch

keine Losung (A1, A2) & rq und
ro sind keine Vielfache

die Geraden sind windschief
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