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Ableitung elementarer Funktionen und Ableitungsregeln

f(z) f'(@)
¢ (ceR) 0
z® (a#0) -zt
sin(x) cos(x)
cos(x) — sin(z)
tan(x) Wl(z)
cot(x) —m
e” e’
a® (a>0) In(a) - a®
In(x) 1
1

log,(x) (a > 0)

Faktorregel: Fiir c € R

(e f)(z)=c-f'(x)

Summenregel:

(f+9)(z) = f'(z) £ g'(2)
Produktregel:
(f-9)(x) = f'(x)-g(x)+f(z)g'(x)

Quotientenregel:

N, fl(x)g(x) — f(x)g' ()
<§) (@) = g(x)?

Kettenregel:
(fog)(z) = f'(9(x)) g'(z)
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Differenzierbarkeit und Monotonie
Fir f: D — R differenzierbar:
» f'(z) > 0fiir alle x € D <= f monoton wachsend
» f'(x) >O0fiirallex € D = f streng monoton wachsend

) =
(z)
» f'(z) <0 fiirallex € D <= f monoton fallend
> f'(z) <O0firallex € D = f streng monoton fallend

2
1

—2]1/Jr
-1

/\ Beachte, dass f'(x) > 0 bzw. f'(x) < 0 nur hinreichende,
aber nicht notwendige Bedingung fiir strenge Monotonie ist.

Beispiel: f: R — R, f(x) := a3, str. monoton steigend, aber f/(0) =0
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Zweite Ableitung und Konvexitat/Konkavitat
Fir D Intervall, f: D — R:
> f konvex, falls fiir alle 1,22 € D und A € (0,1):

SOz + (1= N)wg) < Af(w1) + (1= N) f(w2).

» f streng konvex, falls ,, <" anstatt , <"
> [ (streng) konkav, falls —f (streng) konvex,
also , =" (,>") anstatt ,<" (,<")
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Fir f zweimal differenzierbar:
> f’(x) > 0fiirallex € D < f konvex.
» f"(x)>0firallex € D = f streng konvex.
> f"(x) <O0firallex € D < f konkav.
> f’(x) <O0firallexz € D = f streng konkav.
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Lokale Extrema
Fir D C R und Funktion f: D — R:

xo € D heiBt
» lokales Maximum, falls es eine Umgebung U

um z gibt, sodass f(z) < f(xzo) fiir alle x € U
» lokales Minimum, falls es eine Umgebung U Tomin Tomin

um z gibt, sodass f(z) > f(xo) fiir alle x € U * * ==

» |okales Extremum, falls es lokales Maximum
oder lokales Minimum ist.

f(zo) fiir alle x € D.

<
» globales Minimum, falls f(x) > f(xo) fiir alle x € D.

Umgebung um zo = (beliebig kleines) offenes Teilintervall von D, das zo enthilt.

» globales Maximum, falls f(x)

Satz

Fiir f: D — R differenzierbar, xo € D innerer Punkt:
Falls f lokales Extremum in xq hat, dann gilt f'(z¢) = 0.

/\Fiir lokale Extrema in Randpunkten zo kann f’(x¢) # 0 gelten.
xo € D stationdrer Punkt, falls f/(z) = 0.
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Kriterien fur Extrema

Fiir f: (a,b) — R differenzierbar, zo € (a,b) stationdrer Punkt:

... mittels erster Ableitung:

Satz

> Falls f'(x) > 0 fiir x < zo und f'(z) <0 fiir z > xo,
dann hat f ein lokales Maximum in x.

> Falls f'(z) <0 fiir x < zo und f'(z) > 0 fiir ¢ > xo,
dann hat f ein lokales Minimum in x.

... mittels zweiter Ableitung:

Satz

Fiir f zweimal differenzierbar:
> Falls f”(xg) <0, dann hat f lokales Maximum in x.
» Falls f"(x0) > 0, dann hat f lokales Minimum in x.
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Wendepunkte

Fiir f: (a,b) > R, 29 € (a,b):
f hat Wendepunkt in g, falls die zweite Ableitung das Vorzeichen

wechselt.

Satz (Kriterien fiir Wendepunkte)
» Falls f zweimal differenzierbar ist und einen Wendepunkt in xy hat,
dann ist f"(x¢) = 0.
» Falls f dreimal differenzierbar ist, " (z0) = 0 und "' (zo) # 0,
dann hat f einen Wendepunkt in xg.
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