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Was ist ein Beweis?

Definition (Beweis)

logische Argumentationsketten, die ausgehend von einer gegebenen
Voraussetzung eine Behauptung verifizieren (oder widerlegen).

&Solange eine Aussage nicht bewiesen ist, kann es sein, dass sie falsch
ist. Egal durch wie viele Beispiele sie gestiitzt ist.

Beispiel: Fermat-Zahlen F,, = 22" +1, n e N,

Vermutung von Fermat (1637): Alle F,, sind Primzahlen.
Widerlegt von Euler (1732): Er fand mit 641 einen echten Teiler von

F5 =4.294.967.297.

Herangehensweise:

1.

Fragestellung verstehen: relevante Definitionen kennen

2. Beweismethode auswahlen: Kenntnis dhnlicher Fragestellungen?
3.
4. Uberpriifung: Ausgangsfragestellung beantwortet, alle

Beweis durchfiihren

Zwischenschritte korrekt?
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Beweise: Wann geniigt ein Beispiel und wann nicht?

beweisen

widerlegen

Existenzaussage
Jz : A(z)

?

?

Fiir-alle-Aussage
Vo A(z)
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Beispiel: Existenzaussage nachweisen

Unter den folgenden Briefen M M M M
existiert einer mit einer griinen Karte.
> M ]

Beweis: Q Q
MWV M@

Wir haben einen Brief mit einer griinen Karte gefunden.
Also ist die Aussage nachgewiesen.
Dabei ist es egal, ob noch weitere solche Briefe existieren!
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Beweise: Wann geniigt ein Beispiel und wann nicht?

1. Fall: Existenzaussagen nachweisen

Angenommen, wir haben eine Aussage der Form
.+ Es existiert ein Objekt z, sodass die Eigenschaft A(z) erfiillt ist."

R 3z : A(z)

Um solch eine Aussage zu zeigen, geniigt ein Beispiel.

Begriindung: Die Aussage verlangt nur nach einem Objekt,
das die gewiinschte Eigenschaft A(x) hat.

A\ Achtung:

Wenn wir sagen ,,Es existiert ein ... ",
dann meinen wir: ,,Es existiert mindestens ein ...".

Es kdnnten also auch zwei, drei oder mehrere existieren.
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Beweise: Wann geniigt ein Beispiel und wann nicht?

beweisen

widerlegen

Existenzaussage
Jz : A(z)

Beispiel:

Zeige, dass ein x

die Eigenschaft A(z) hat.

?

Fiir-alle-Aussage
Vo A(z)

?
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Beispiel: Fiir-alle-Aussagen nachweisen

Alle der folgenden Briefe enthalten eine roteM M M M
Karte.
I

| [ [ e

Beweis:

| | [

Erst wenn man fiir jeden Brief weiB, dass eine rote Karte enthalten ist,
ist die Aussage bewiesen! Nur ein paar Briefe zu 6ffnen reicht nicht.
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Beweise: Wann geniigt ein Beispiel und wann nicht?

2. Fall: Fiir-alle-Aussagen nachweisen
Angenommen, wir haben eine Aussage der Form
»Alle Objekte - haben die Eigenschaft A(z)."
R vz : Az)
Um solch eine Aussage zu zeigen, geniigt ein Beispiel NICHT.
Ein allgemeingiiltiger Beweis ist nétig!

Begriindung: Zu wissen, dass ein Objekt die Eigenschaft A(x) hat,
heiBt noch lange nicht,
dass alle Objekte diese Eigenschaft haben.
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Beweise: Wann geniigt ein Beispiel und wann nicht?

Jz : A(z)

die Eigenschaft A(z) hat.

beweisen widerlegen
. Beispiel:
Existenzaussage 7
Zeige, dass ein x H

Fiir-alle-Aussage
Vo A(z)

allgemeingiiltiger Beweis:
Zeige, dass alle x
die Eigenschaft A(z) haben.
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Beispiel: Existenzaussage widerlegen

Unter den folgenden Briefen M M M M
existiert einer mit einer griinen Karte.
N i N i

| [ [ e

Beweis:

| | [

Erst wenn man fiir jeden Brief weiB, dass eine rote Karte enthalten ist,

ist die Aussage widerlegt! Nur ein paar Briefe zu 6ffnen reicht dann nicht.
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Beweise: Wann geniigt ein Beispiel und wann nicht?

3. Fall: Existenzaussagen widerlegen

Angenommen, wir haben eine Aussage der Form
.+ Es existiert ein Objekt z, sodass die Eigenschaft A(z) erfiillt ist."

R 3z : Az)

Solch eine Aussage zu widerlegen, bedeutet das Gegenteil zu beweisen.
Begriindung: Entweder eine Aussage oder ihr Gegenteil ist wahr.

Das Gegenteil ist eine Fiir-alle-Aussage:
+Alle Objekte = haben nicht die Eigenschaft A(z)."

R vz : -A(z)

Um dieses zu beweisen wird ein allgemeingiiltiger Beweis gebraucht.
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Beweise: Wann geniigt ein Beispiel und wann nicht?

beweisen

widerlegen

Existenzaussage
Jz : A(z)

Beispiel:
Zeige, dass ein x

die Eigenschaft A(z) hat.

allgemeingiiltiger Beweis:

Zeige, dass alle x

die Eigenschaft A(z) nicht haben.

Fiir-alle-Aussage
Vo A(z)

allgemeingiiltiger Beweis:
Zeige, dass alle x

die Eigenschaft A(z) haben.

?
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Beispiel: Fiir-alle-Aussagen widerlegen

Alle der folgenden Briefe M M M M
enthalten eine rote Karte.
>~ M

Beweis: Q Q
MWV M@

Wir haben einen Brief mit einer griinen Karte gefunden.
Also ist die Aussage widerlegt.
Dabei ist es egal, ob noch weitere solche Briefe existieren!
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Beweise: Wann geniigt ein Beispiel und wann nicht?

4. Fall: Fiir-alle-Aussagen widerlegen

Angenommen, wir haben eine Aussage der Form
»Alle Objekte 2z haben die Eigenschaft A(z)."

D vz : A(z)

Solch eine Aussage zu widerlegen, bedeutet das Gegenteil zu beweisen.
Begriindung: Entweder eine Aussage oder ihr Gegenteil ist wahr.

Das Gegenteil ist eine Existenzaussage:
»Es existiert ein Objekt z, das nicht die Eigenschaft A(z) hat."

R 3z : -A(2)

Es geniigt also ein (Gegen-)Beispiel.
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Beweise: Wann geniigt ein Beispiel und wann nicht?

beweisen widerlegen
. Beispiel: allgemeingiiltiger Beweis:
Existenzaussage
Zeige, dass ein x Zeige, dass alle x
Jz : A(z)
die Eigenschaft A(z) hat. die Eigenschaft A(z) nicht haben.

. allgemeingiiltiger Beweis: | Gegenbeispiel:
Fiir-alle-Aussage

Vo A(z)

Zeige, dass alle x Zeige, dass ein x

die Eigenschaft A(z) haben. die Eigenschaft A(z) nicht hat.
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Beispiele
Es gibt natiirliche Zahlen a, b und ¢, so dass a? + b? = ¢? gilt.

Beweis: (Existenzaussage mit Beispiel nachweisen.)
Man betrachte beispielsweise a = 3, b =4 und ¢ = 5.
Dann ist a2 4+ b*> =9+ 16 = 25 = 2.

Fiir alle reellen Zahlen z gilt 22 — 8z + 17 > 0.

Beobachtung:

Setzen wir = = 1 ein, so erhalten wir 12 —8 -1+ 17 =10 > 0./
Setzen wir z = 2 ein, so erhalten wir 22 —8 -2+ 17=5> 0./
Setzen wir © = 3 ein, so erhalten wir 32 —8-34+17=2> 0./
Aber warum stimmt die Ungleichung fiir jedes x € R?

Beweis: (Fiir-alle-Aussage mit allgemeingiiltigen Beweis nachweisen.)

Sei x eine beliebige reelle Zahl. Dann gilt: 22 — 8z + 17 = (v — 4)? + 1.
Dieser Ausdruck ist mindestens 0, weil das Quadrat (z — 4)? als auch der
Summand 1 nicht negativ sind.
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Beweisprinzipien

Direkter Beweis
» Gegeben: A » Gesucht: B

> Zeige A = B, typischerweise mittels
A— A — Ay — ... = A, — B.

Indirekter Beweis mittels Kontraposition
> Gegeben: A » Gesucht: B

> Zeige A = B, indem Sie =B = —A zeigen.

Indirekter Beweis mittels Widerspruch

» Zeige A, indem Sie —A widerlegen.

Volistidndige Induktion
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Beweisprinzip: Vollstandige Induktion

Ziel: Eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n > ng beweisen,
wobei ng € N.

Vollstandige Induktion
Man kann die Aussage A(n) fiir alle n > n( wie folgt beweisen:
» Induktionsanfang: Zeige, dass A(ng) wahr ist.

» Induktionsschluss: Zeige, aus der Aussage /A(n) fiir ein beliebiges n > ng
folgt die Aussage A(n + 1).

Kurz: A(n) = A(n + 1)

Bezeichnungen: » 4 (1) als Induktionsvoraussetzung,

» A(n+ 1) als Induktionsbehauptung.

Dominoeffekt

JunoooonDo0D
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